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Abstract. We introduce and study the basic notion of polarized Poisson 
manifolds generalizing the classical case of Poisson manifolds and extend this 
last notion for the k—symplectic stuctures. And also, we show that for any 
polarized Hamiltonian map, the associated Nambu's dynamical system and 
polarized Hamiltonian system are connected by relations characterizing the 
mechanical aspect of the k—symplectic geometry. 
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1 Introduction 

Une variete polarisee est definie par la donnee sur une variete different iable 
M de dimension paire 2n, d'un couple {6, E) dans lequel 6 est une forme 
differentielle fermee de degre 2 de classe maximum et E est un sous fibre 
integrable de TM de codimension n annulant la 2— forme ^; en d'autres ter- 
mes, 6 est une structure symplectique sur M et le feuilletage 5 defini par le 
sous-fibre E est lagrangien par rapport a 9. 

La notion de variete polarisee joue un role important en theorie de la quan- 
tification geometrique de Kostant-Souriau. Des proprietes interessantes ont 
ete mises en evidence par A.Weinstein, P.Dazord, J.M. Morvan, P. Molino, 
P.Libermann etc... 

Le theoreme de Darboux montre que tout point de M possede un voisi- 
nage ouvert muni d'un systeme de coordonnees locales (x^, . . . , x", y^, . . . , y") , 

*Ce travail a ete elabore avec I'aide de la cooperation franco-marocaine Action inetgree 
A.I. MA/02/32. 



telles que 

n 
i=l 

et le sous fibre E so it defini par les equations dy"^ = . . . = dy"^ = 0. 

Localement, les applications hamiltoniennes polarisees de {9, E) s'ecrivent : 

n 

H = Y,a.{y\...,ynx' + biy\...,yn 

i=l 

et elles forment un sous-module Sj (M, ^) du ?B (M, ^) —module C°° (M) 
des fonctions differentiables sur M, 03 (M, etant I'anneau des fonctions 
basiques pour le feuilletage ^. Le tenseur de Poisson P associe a la structure 
symplectique 9 verifie de plus la relation : 

P (dH, dK) e 9j (M, pour tons H,K eS) (M, ^) , 

ce qui nous a conduit a introduire dans ce travail la notion de variete de Pois- 
son polarisee sur une variete feuilletee, permettant d'etudier les proprietes 
de ces nouveaux objets et de retrouver le cas usuel d'une variete de Poisson 
dans le cas oii ^ est le feuilletage trivial de dimension dans lequel la feuille 
passant par x est reduite au singleton {x}. 

L'une des motivations principales qui ont conduit a introduire la geometrie 
A;— symplectique en tant qu'extension de la geometrie de polarisation ([S]), 
est de proposer un support geometrique des equations de Nambu-Hamilton 
([HI), a I'instar du formalisme hamiltonien classique, qui est une geometrie 
de I'espace de phase (fibre tangent TM, d'une variete differentiable M, muni 
de la forme de Liouville A). Rappelons que les equations de Hamilton 

dx* dH dy^ dH 

dt dy^ ' dt dx^ 

proviennent de la dualite X \ — > i{X)9, entre les fibres des reperes et des 
coreperes [TT], oii 6* = dA; et que les applications hamiltoniennes H sont a 
valeurs reelles et sont reliees aux systemes hamiltoniens Xh par la relation : 

i{Xh)9 = -dH. 

Les equations de Nambu-Hamilton regissant le mouvement de la mecanique 
statistique de Nambu en dimension 3 sont donnees par : 

dx ^ D{H,G) dy ^ D{H,G) dz ^ D{H,G) /. n 

dt D{y,z) ' dt D{z,x) ' dt D{x,y) ^ ) 
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ou H et G sont deux fonctions reelles definies sur I'espace de phase M 
decrit par le systeme de coordonnees {x, y, z). 

Dans cette optique, la geometrie A;— symplectique propose une structure 
geometrique dans laquelle cohabitent des 2— formes different ielles fermees 
9^ , . . . ^9^ ^de telle sorte que les applications hamiltoniennes H soient a valeurs 
dans M'^, et dont les composantes soient liees au systemes hamiltoniens 
Xh par les relations : 

i {Xh) 9p = -dHP, 

afin de retrouver les equations de Nambu-Hamilton tout en conservant les 
traits specifiques de la geometrie symplectique classique. 

L'examen des applications hamiltoniennes d'une structure fc— symplectique 
nous ont conduit a introduire dans ce travail la notion de structure de Pois- 
son A;— polarisee sur une variete feuilletee (M , ^) , comme etant un couple 
(i3 (M, , P) dans lequel S) (M, ^) est un sous module de C°° (M, R'^) sur 
I'anneau des fonctions basiques *B (M, 5") , et d'un tenseur antisymetrique 

P : /\^ (M, R'^) X /\^ (M, R^) — > (M, R'^) 

tel que : 

1. pour tous H,K e Sj{M,d) , P {dH, dK) e ^ (M, , 

2. la correspondance {H,K) i — > {H,K} = P{dH,dK), de ^{M,^) x 
^ (M, 5") a valeurs dans S^{M,^) , confere k Sj{M,^) une loi d'algebre 
de Lie, 

3. tout element H E (M, ^) correspond un champ de vecteurs Xh tel 
que {dK, Xh) = {K, H] . 

Pour A; = 1, on retrouvc unc variete de Poisson polarisee. 

Dans un systeme de coordonnees locales {x^, . . . , x") , le tenseur P s'ecrit : 

oil : U — > R sont des applications differentiables. 

Dans la derniere partie de ce travail, nous mettons en relief, pour chaque 
element H e Sj (M,^) , \e lien entre le systeme hamiltonien de la structure 
A;— symplectique Xh ct le systeme dynamique de Nambu X^. 

Sauf mention du contraire, les varietes differentiables considerees ici sont 
supposees connexes, separees, paracompactes a bases denombrables d'ou- 
verts, et tous les elements introduits dans ce travail sont supposes de classe 
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2 Varietes symplectiques. Varietes de Pois- 
son 



Une variete symplectique est definie par la donnee d'un couple (M, 9) 
dans lequel M est une variete differentiable de dimension paire 2n et 9 est 
une 2— forme differentielle fermee de classe maximum. 

Le theoreme de Darboux montre que tout point de M possede un voisi- 
nage ouvert U muni d'un systeme de coordonnees locales (x^, . . . , x", |/^, . . . , y"-) 
tel que 

n 

9 = J2dx' /\dy\ 

i=l 

La correspondance C : X i — > i (X) 9, definit un isomorphisme de fibres 
vcctoricls an dcssus de M, du fibre des reperes TM sur le fibre des coreperes 
T*M, permettant de definir un champ de bivecteurs P sur M par : 

p{a,p) = -9 (c-M«),r'(/?)) 

pour tons a, (3 & /\^ (M) . 

Un systeme hamiltonien sur (M, 9) , est une transformation infinitesimale 
de 9, c'est-a-dire un champ de vecteurs X E X (M) , tel que Lx9 = 0. 
Comme 9 est fermee et Lx9 — di (X) 9 + i (X) d9, on deduit qu'un systeme 
hamiltonien est un champ de vecteurs X sur M verifiant i {X) 9 est fermee, et 
done d'apres le lemme de Poincare, il existe, au voisinage V de chaque point 
de M, une application H : V — > M, differentiable telle que i (X) 9 = —dH. 
Lorsque I'application H est definie sur toutc la variete M, en particulier si 
le premier groupe de cohomologie de de Rham est trivial, on dira que X est 
un systeme hamiltonien strict et on le note par Xh- 

Ainsi, a toute fonction H G (M) , on pent associer, grace a la dualite 
X I — > i {X) 9, un champ de vecteurs Xh verifiant i {Xh) 9 = —dH. appclc 
systeme hamiltonien associe a H, et si, pour tout couple {H, K) de fonctions 
differentiables sur M, on pose 

{H, K} = -9 {Xh, Xk) = -9 (C"^ {-dH) , {-dK)) = P {dH, dK) , 

I'apphcation {H, K) i — ^ {ff, K} , de C°° (M) xC°° (M) a valeurs dans (M) , 
est 

1. R— bilineaire antisymetrique, 

2. elle verifie I'identite de Jacobi, 

3. elle verifie la formule de Leibniz : {//, KL} ^ {H,K}L + K {//, L} . 
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La condition (3) est cquivalcntc a : 

(3') a tout element H e C°° (M) , est associe un champ de vecteurs Xh 
verifiant : 

{dK, Xh) = {K, H} , quel que soit i^T e (M) . 

Ceci conduit a la definition suivantc : 

Definition 2.1 Une variete de Poisson est un couple (M, {, }) dans lequel M 
est une variete differentiable {, } est une application de C°° (M) x (M) 
a valeurs dans C°° (M) , verifiant les trois proprietes suivantes : 

1. {,} estM.— bilineaire antisymetrique, 

2. {,} verifie Videntite de Jacobi, 

3. d tout element H G C°° (M) est associe un champ de vecteurs Xh tel 
que : 

Xh (K) = - {H, K} , pour tout K e C°° (M) . 

La condition 3 de cette definition est equivalente a la formule de Leibniz. 
Une definition equivalente est la suivante : 

Definition 2.2 Une variete de Poisson est un couple (M, P) dans lequel M 
est une variete differentiable et P est un champ de tenseurs 2—fois contravari- 
ant, antisymetrique, appele bivecteur de Poisson, tel que la correspondance 

{, } : {H, K) ^ {H, K} = P {dH, dK) , 

de C°° (M) X C°° (M) dans C°° (M) verifie Videntite de Jacobi. 

Etant donne une variete de Poisson (M, P) , on a une application lineaire 
antisymetrique 

P : T*M — > TM, 

definie par : 

(A £ (a)) = P («,/?), 

telle que pour toutc fonction differentiable H : M — > M, le champ de 
vecteurs P{dH), verifie 

{dK,P(dH)) = P(dH, dK) = {H, K} , 

en notant P (dH) par —Xh, on obtient : 

Xh{K) = - {dK, P{dH)) = - {H, K) = {K, H) , 
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et done la formule de Leibniz 



{H, KL} = {H,K}L + K {H, L} 

quelles que soient les fonctions H,K, L E C°° (M) . 

Dans le cas oil M est munie d'une structure symplectique 9, alors lo- 
calement, dans un voisinage ouvert U muni des coordonnees de Darboux 
(x-*^, . . . , x", y\ . . . , y"), on a 9\u = dx^ A dy'' + . . . + dx^ A dy"^ et P est le 
bivecteur sur M donne par P (a, (3) = —9 {(^^ (a) , , et done, 

d d 
P(dx') = -— et P{dy') = — , 



amsi, 



^ dy^ dx^ ' 



3 Systemes hamiltoniens polarises. Varietes 
de Poisson polarisees 

Soit M une variete differentiable de dimension p+q munie d'un feuilletage 
de codimension q et soit E le sous fibre integrable dimensionnel de 
TM defini par les vecteurs tangents aux feuilles de ^ . On notera par T{E) 
I'ensemble des sections du M— fibre E — > M. 

Une fonction reelle / de classe C°° sur M est dite basique pour si, pour 
tout Y G r(i?), la derivee Y[f) de / suivant Y est identiquement nulle; ce 
qui est equivalent a dire que / est const ante sur chaque feuille de ^. 

L'ensemble des fonctions basiques pour sera designe par Q3(M, 5^). II 
est clair que 03 (M, 3^) est un sous anneau de C°° {M) des fonctions reelles 
differentiables et d'une maniere evidente, C°° (M) est un *B(M, ^5^)— module. 

Un champ de vecteurs X G X (M) est dit feuillete (ou un automorphisme 
infinitesimal pour ^) si pour tout Y G T{E) le crochet de Lie [X, Y] appar- 
tient kV{E). 

Rappelons ([H]) que pour qu'un champ de vecteurs X G X(M) soit 
feuillete, il est necessaire et suffisant que si {,'{'t)\t\^e 6st un groupe local a 
un parametre associe a X sur un voisinage d'un point arbitraire de M, le 
diffeomorphisme local Lpt laisse invariant le sous fibre E, quel que soit t. 
On designe par £(M, I'algebre de Lie des champs de vecteurs feuilletes 
pour 

Notons que si / G QS(M, ^5^) et X G £(M, 5"), la fonction X{f) est basique 
{X{f) G 53(M, ^)) et le champ de vecteurs fX est un automorphisme in- 
finitesimal pour ^ {fx G S1{M,^)). 
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Soit M une variete differentiable de dimension paire 2n, munie d'une 
polarisation reelle {6, E) . Le theoreme de Darboux montre que tout point 
de M possede un voisinage ouvert muni d'un systeme de coordonnees locales 
(x^, . . . , x", y^, . . . , y") ,dites adaptees, telles que 

n 
i=l 

et le sous fibre E soit dcfini par les equations dy^ = . . . = dy^^ = 0. 

Un systeme hamiltonien de la structure symplectique 9 est dit polarise, 
s'il est en plus feuillete pour le sous fibre E, autrement dit, si X est une trans- 
formation infinitesimale pour la structure symplectique 9 et pour le sous fibre 
£" a la fois, on dira que Ic champ de vecteurs X est un systeme hamiltonien 
polarise. Localement, d'apres le Icmmc dc Poincarc, pour tout point xq de M, 
il existe une fonction reelle differentiable H, dans un voisinage ouvert U de 
Xq telle que i (X) 9 — —dH. Par rapport a un systeme de coordonnees locales 
adaptees {x^, . . . , x", y^, . . . , y") , I'application H et le champ de vecteurs X 
s'ecrivent : 

n 
i=l 

et 

ou ai, ... ,an,b sont des fonctions basiques. 

Une application differentiable H : M — > R est dite hamiltonienne po- 
larisee s'il existe un systeme hamiltonien polarise Xh tel que : 

i (Xh) 9 = -dH. 

Xff est appele systeme hamiltonien polarise associe a H. 

On denote par 53 (M, ^) I'ensemble des apphcations hamiltoniennes po- 
larisees. On voit done que, contrairement au cas classique d'une structure 
symplectique, on a : 

S){M,d)<^C^{M). 
On a les proprietes suivantes : 

1. Sj{M, g-) est un sous <B (M, g") -module de C°° (M) 

2. dans un voisinage ouvert U de M, muni d'un systeme de coordonnees lo- 
cales adaptees (x^ .... x", y-*^, ... , y") , {U, ^u) est un sous *B {U, ^u) —module 
de C°° {U) libre de type fini de rang n -(- 1, engendre par a;^, . . . , x'\ 1. 
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Le tenseur de Poisson P, defini dans le paragraphe precedent, verifie les 
proprietes suivantes : 

1. pour tons H, K e S) (M,^) , P (dH, dK) E 9) (M, ^) , 

2. la correspondance iH,K) i — ^ {H,K} = P{dH,dK), de i3(M,5^) x 

{M, ^) a valeurs dans Sj (M, ^) verifie la relation de Jacobi. 

3. a tout element H E (M, ^) est associe un champ de vecteurs Xh tel 
que : 

{dK,XH)^{K,H} 

pour tout K (M, ^) , ici, on a : = -P (dH) . 

Ceci nous conduit a la notion suivante : 

Definition 3.1 Soit (M,^) une variete feuilletee. On appelle structure de 
Poisson polarisee sur M, un couple (S) (M, ^) , P) dans lequel S) (M, ^) est 
un sous <B (M, ^) -module de C°° (M) et P : T*M x T*M — > C°° (M) est 
un bivecteur verifiant les proprietes suivantes : 

1. pour tous H,K eSj{M,d), P {dH, dK) e (M, ^) , 

2. la correspondance {H, K) i — ^ {H, K} = -P {dH, dK) , de {M, ^) x 

{M,^) a valeurs dans Sj {M,^) confere a S) {M,^) une loi d'algebre 

de Lie, 

3. A tout element H E S) {M, ^) correspond un champ de vecteurs Xh tel 
que : 

{dK,XH)^{K,H} 

pour tout K E {M, ^) , ce champ est defini par Xh = —P {dH) 

Exemples 1 1. Soit M une variete differentiable munie du feuilletage 
trivial de dimension dans lequel la feuille passant par x est reduite 
au singleton {x} ( — i^}) pour tout x E M. Dans ce cas on a : 

(a) ^{M,d) =C'^{M) 

(b) {M,^) est un (M) -sous-module de C~ (M) , done ou bien 
{M, d) = (0) , ou bien ^ (M, d) = C~ (M) . 

Deux situations se presentent, 

(i) la structure de Poisson triviale definie par Sj {M,^) = (0) avec P 
un bivecteur quelconque sur M. 

(a) la structure classique de variete de Poisson dans le cas ou {M, ^) = 
C^{M). 
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Soit M une variete differentiable connexe munie du feuilletage trivial de di- 
mension n — dim M. Dans ce cas, les fonctions basiques sont les fonctions 
reelles constantes sur M, done OS (M, ^) — par eonsequent, S) {M, ^) 
est un sous espace vectoriel du M.— espace veetoriel (M) et P : T*M x 
T*M — > C°° (M) est un biveeteur tel que {M,^) muni du crochet : 

{H, K}^P (dH, dK) 

soit une sous algehre de Lie reelle. 

4 Varietes /c— symplectiques, Varietes de Pois- 
son /c— polarisees 

4.1 Varietes /c— symplectiques. 

Soit M une variete differentiable de dimension n{k + 1) munie d'un 
feuilletage ^ de codimension n et soient 9^, ... ,6^ des formes differentielles 
sur M fermees de degre 2. 

Le sous-fibre de TM defini par les vecteurs tangents aux feuilles de ^ 
sera designc par I'ensemblc des sections du M— fibre E — > M par T{E). 

Pour tout X de M, on denote par Cx{0^)^ ■ ■ ■ ^C.x{d^) les sous espaces 
caracteristiques des 2— formes differentielles 9^ , ... ,6^ au point x; rappelons 
la definition : 

C,{9^) = {X, e T,M I i{X,)9^ = et i{X,)d9^ = } 

oil i{Xx)9^ designe le produit interieur du vecteur X^ par la 2— forme 9'^ . 

Definition 4.1 On dit que le {k + l) — uple {9^, . . . ,9^;E) est une structure 
k—symplectique sur M si pour tout x & M , les conditions suivantes sont 
satisfaites : 

1. c,{9^)n---nc,{9^)^{Q}, 

2. 9P{X, F) = pour tous X,Y e r{E) et p{p ^ 1, . . . ,k) . 

Le theoreme de Darboux montrc que si {9^, . . . , 9'^; E) est une structure 
fc— symplectique sur la variete differentiable M , alors pour tout point Xq 
de M il existe un voisinage ouvert U de M contcnant xq de coordonnees 
locales {x'^'' , x'')i<p<k,i<i<n dites adaptees, tcl que les formes differentielles 
9^ soient representees dans U par 

n 
i=l 
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et le sous-fibre E soit defini par les equations dx^ = . . . = dx^ = 0. 

Un champ de vecteurs X sur M est appele systeme hamiltonien /c— polarise 
(ou systeme hamiltonien pour la structure fc— symplectique) si X est un auto- 
morphisme infinitesimal pour et pour les 2— formes 9^ a la fois ; autrement 
dit, s'il satisfait les conditions suivantes : 

1. X est feuillete pour 5^ , 

2. les formes de Pfaff i{X)6^, . . . , i{X)d^ sont fermees. 

Le champ de vecteurs X sera appele aussi automorphisme infinitesimal 
pour la structure /c— symplectique (6*^, . . . , 6'^] E). 

On denote par X(M, JF) I'espace des automorphismes infinitesimaux pour 
la structure A;— symplectique (6*^, . . . , O'^; E). 

Le lemme de Poincare montre que pour tout x G M il existe un voisinage 
ouvert U M contenant x et une application differentiable H de U dans 
R'^ dont les composantes verifient la relation 

i{X)eP = -dRP . 

Un systeme hamiltonien A;— polarise sera dit strict s'il existe une application 
differentiable H : M — > dont les composantes verifient la relation 
precedente i{X)9^ = —dH^. I'application H est appelee application hamil- 
tonienne fc— polarisee et le systeme hamiltonien A;— polarise X sera note Xh 
et sera dit associe a H. 

On designe par (M, ^) le sous espace de C°° (M, M}') des apphcations 
hamiltoniennes A;— polarisees. 

Soit H = (i/^)i<p<fc une application hamiltonienne et Xh le systeme 
hamiltonien associe. Dans un ouvert U de M muni d'un systeme de coor- 
donnees locales adaptees (x^**, x*)i<p<fc i<j<„ , les composantes de H et 
Xh s'ecrivent respectivement : 

n 

= + g^{x\...,x-) 

et 

- -EE (Ef(-'. .-^"K" + ■■•-")) 5^ 

s=l p=l \j=l / 
s=l 

oil fj et sont des fonctions differentiables dans U, basiques pour le 
feuilletage ([8j|). 
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Soient H , K deux applications hamiltoniennes et Xh , Xk les systemes 
hamiltoniens associes. Le crochet [Xh, Xk] est un systeme hamiltonien, et ; 
plus precisement, I'application notee {H, K} de M dans R'^ definie par 

{H,K} = -{9\XH,XK),...,d\XH,XK)) 

satisfait a [Xh^Xk] = Xs^hk}- 

Dans un systeme de coordonnees locales adaptccs {x''\x')i<p<k,i<i<n les 
composantes {H, KY de {H, K} s'ecrivent 

_ ^ fdH^dKP_ _ dHPdKP \ 

s=l ^ ' 

L'espace 9j{M,^) muni du crochet {, } est une algebre de Lie reelle de 
dimension infinie. 



4.2 Varietes de Poisson A;— polarisees 

Soit M une variete differentiable de dimension n munie d'un feuilletage 

Soit ier)i^r<k 1^ canonique de l'espace vectoriel M*^ dont on denote 
par (ct^'')i<^<fc la base duale, et on denote par /\^ (M, M'') = /\^ (M) R*^ 
l'espace des formes differentielles sur M a valeurs dans R*', c'est a dire l'espace 
des elements de la forme : 

k 

a = a"^ (g) Cr 

r=l 

avcc a^, . . . .a'' sont des formes de Pfaff sur M. Localement, dans un voisi- 
nagc ouvcrt U muni d'un systeme de coordonnees locales {x^, . . . , tout 
element a e Ai {M, R'') s'ecrit : 

k n 
r=l 1=1 

ou al : U — ^ R sont des apphcations differentiables. 

Definition 4.2 Soit (M, ^) une variete feuilletee. On appelle structure de 
Poisson k—polarisee sur M, un couple (S) (M, ^) , P) dans lequel Sj (M, ^) est 
un sous-^ (M,5) -module de C°° (M,R'=) et 

P : /\^ (M, R*^) X /\^ (M, R*^) — > C°° (M, R*^) 

est une application C°° (M) — bilineaire antisymetrique telle que : 
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1. pour tons H, K e {M,^) , P (dH, dK) e (M, , 

2. la correspondance {H, K) i — > {H, K} = P {dH, dK) , de Sj (M, ^) x 

{M, ^) d valeurs dans (M, 5^) , confere a S) (M, g^) une loi d'algebre 
de Lie, 

3. A tout element H & (M, ^) correspond un champ de vecteurs Xh tel 
que : 

{dK,XH) = {K,H}, 

pour tout K e S}{M,^) . 
P sera appele tenseur de Poisson k— polarise. 

Par rapport a un systeme de coordonnees locales {x^, . . . , x") defini sur 
un voisinage ouvert U, le tenseur de Poisson A;— polarise P s'ecrit 

oil VKp^*" : U — > M sent dcs applications diffcrcntiablcs. 

Considcrons le cas oii M est I'cspace reel M"(^+^) muni de la structure 
A;— symplectique canonique (6'^, . . . , i?) definie par : 

n 
i=l 

et le sous-fibre E soit defini par les equations dx^ — . . . — dx"' = 0. 

Pour tous p = 1, . . . ,k et j — 1, . . . ,n, le systeme hamiltonien associe a 
I'application hamiltonienne Hpj — — (^x^5^^, . . . , x^S'^'^, . . . , x^^^) est donne 
par : 

dxpi ' 

et pour tout j = l,...,n, le systeme hamiltonien associe a I'application 
hamiltonienne Hj — (a;^-^ , . . . , x''^) est donne par : 

Xh = — . 

^ dx^ ' 

Le tenseur P s'ecrit : 

p=l i=l ^ ^ ^ ' ^ 
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On voit bien que Ton a : 

P (dH, dK) = P (dH^ ^e„dK^0er) = j:j:l^^- e, = {H, K} 

p=l i=i V / 

pour tous H,K eS) (M, ^) . 

Dans le cas ou A; = 1, on retrouve le cas d'une variete polarisee et le 
cas classique d'une variete de Poisson lorsque la variete M est munie du 
feuilletage trivial de dimension donne par = {x} . 

Soit (M, 5) une variete feuilletee de dimension n munie d'une structure 
de Poisson /c— polarisee {Sj (M,^) ,P). 

A tout element et G (M, M*^) est associe une application (M) — lineaire 

P {a, .) : /\^ (M, R*^) — > C°° (M, R*^) 

telle que P (a, .) {(5) = P (a, /3) , qui s'identifie au champ de vecteur P [a) 
pour k = 1. 

Pour k quelconque, on a une application canonique 

S : X(M) ^ £coo(M) (Ai (^'1^') (M,M^)) 

definie par : 

k k 

E {X) (/?) = X) = J2P' (^) = 5^ ® e^) (X) ; 

p=i p=i 

pour tous X G X (M) et = ^^'^-^ /^^ (g) Cp G Ai ^'') Par rapport a un 
systeme de coordonnees locales {x^, . . . , x") on a : 




L'application S est injective, et est un isomorphisme si et seulement si /c = 1. 

Proposition 4.1 S'ozi M une variete differentiahle de dimension n{k + l) 
munie d'une structure k—symplectique (6*^, . . . , 9^, dont on note par (ij (M, -J) , P) 
la structure de Poisson k— polarisee associee. Pour toute application hamil- 
tonienne polarisee H & S) (M, on a P {dH, .) G ImE, et plus precisement, 
le champ de vecteurs Xh satisfait : 

E{XH) = -P{dH,.). 
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En particulier, {dK,E{XH)) = -P{dH,dK) = {K,H} pour tout K e 

Remarque 1 Dans la definition d'une variete k—polarisee la condition 3 
est equivalente a : 

(3') A tout element G (M,^) correspond un champ de vecteurs Xh tel 
que : 

E{XH) = -P{dH,.). 

5 Approches avec la mecanique de Nambu 

Dans son article sur la dynamique hamiltonienne generalisee, Y. Nambu 
a propose une mecanique ([H]), qui n'a eu jusqu'a present que des formula- 
tions geometriques partielles, en dehors de la geometrie fc— symplectique qui 
joue un role central dans le present travail, nous citons les varietes de Nambu, 
introduites par Sagar A. Pandit et Anil D. Gangal (^]) qui sont des varietes 
differentiables de dimension 3n munies des formes different ielles fermees de 
degre 3 completement antisymetrique, et strictement non degeneree. Locale- 
ment, ces formes s'ecrivent sous la forme : 

n 

J] dx' A dy' A dz' 

i=l 

(Tlieoreme de Nambu-Darboux), ce qui permet de retrouver les equations de 
Nambu-Hamilton (P) dans le cas de M = (n = 1). 

Dans le cadre d'une structure A;— symplectique, I'ensemble des applica- 
tions liamiltoniennes A;— polarisees (M, ^) est contenu strictement dans 
C°° (M, M'^) , mais il se trouve que pour chaque application hamiltonienne po- 
larisee H ^ (M, , le systeme hamiltonien de la structure fc— symplectique 
Xh et le systeme dynamique de Nambu Xf^ sont liees par les relations suiv- 
antes : 

1. = (-1)'= ( fiz))"-' Xnohfe^ (M, d) , pour M = R>'+\ 

2. = Er=i f^i^\■■■, Xh ou Xh = Xh (x^) ^ + Xniy')^ + 
Xh {z') ^, pour tout i = l,...,n, pour M = R^". 

Dans la premiere etape, on se place dans le cas oii M est I'espace reel 
muni de la structure 2— symplectique canonique {9^,9'^] E) definie par : 

9^ = dx A dz, 9^ = dy A dz et E = kerdz. 

Les applications hamiltoniennes de la structure 2— symplectique, c'est a 
dire les elements de (M, ^) , sont les applications H : M — > R^ dont 
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les composantes sont donnees par = f{z)x + g^{z), = f{z)y + 
^^(2;), ou /, et g'^ sont des fonctions differentiables basiques definies sur 
I'espace M . Les trajectoires du systeme hamiltonien Xh de la structure 
2-symplectique sont donnees par les equations suivantes : 

dx dH^ dy dH^ dz dH^ dH^ 



dt dz ^ dt dz ^ dt dx dy 

On deduit, que pour tout H = {H^,H^) e (M, 5^), le systeme hamil- 
tonien Xff et le systeme dynamique de Nambu Xf^ sont lies par la relation 

X^ = f{z)XH. 

et la fonction {f{z))^^H = (x + h^{z),y + h^{z)) est une solution des 
equations du mouvemcnt dc la mecanique statistiquc dc Nambu sur le do- 
mainc dc I'cspacc ou f{z) ne s'annule pas, ici h^{z) — {f{z))~^g^{z) et 
h\z) = ifiz))-'g\z). 

Dans le cas ou M est I'espace reel on considere la structure 

A;— symplectique canonique {9^ , . . . ,9'^; E) definie par : 

6*^ = dx^ Adz,...,9'' = dx^ Adz 

et E est defini par I'equation dz — 0, {x^ , . . . ,x^ , z^ etant le systeme de 
coordonnees cartesiennes de R^"*"^. 

Les applications hamiltonicnnes dc ccttc structure A;— symplectiquc, c'cst 
a dire les elements de (M, 5^) , sont les applications H : M — > M.'' dont 
les composantes sont donnees par = f{z)x^ + g^{z), . . . , = f{z)x^ + 
g^{z), ou / , g^,. . . , g'^ sont des fonctions basiques pour le feuilletage defini 
par z =constante, differentiables sur I'espace M. 

Les trajectoires du systeme dynamique de Nambu X^ associe a H sont 
donnees par les equations suivantes : 

dx^ ^ dH^dH^ dH^ 



E 



11,12, ■■■,ik =1 

oil £iii2...ife+i 6st le tenseur de Levi-Civita. On a done, 

dz dH^dH'^ dH^ ^ k 

^-£(fe+l)123....^^...^-(-l) (/(^)) . 

dx^ dH'dH' dH^ ,_,fdf{z) i^dg\zy\ 
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Les trajectoires du systeme hamiltonien Xh, sont donnees par : 



^ _( dfjz) ^1 ^^^A dx^__f dfjz) . dz_ 

dt~~ \ dz ^ dz dt~ \ dz ^ dz ) dt~^^'' 

On deduit done que pour tout H = (H^, . . . , H'') E {M,^) , le systeme 
hamiltonien Xh et le systeme dynamique de Nambu X^ sont lies par la 
relation 

= {-!)'{ mr'XH. 

avec HP — f{z)xP + gP{z), p = 1, . . . , A;. Et la fonction 

(-1)'^ if{z))-^'-'^H = ix' + h\z),...,x' + h\z)) 

est une solution des equations du mouvement de la mecanique statistique 
de Nambu sur le domaine de I'espace oii f{z) ne s'annule pas, ici 

hF{z) = (-1)'= {f{z)r^^-^^gP{z) avec p = 1, . . . , k. 

Enfin, pour M = M^", on munit cet espace de la structure 2— symplectique 
canonique definie par : 

n n 

9^ = J2 A dz\ = ^ dy' A dz' 

i=l i=l 

et E est defini par les equations dz^ — ■ ■ ■ — dz^ — 0, {x\y\ -2*)i<j<ji etant 
le systeme de coordonnees cartesiennes de R^". 

Dans ce cas, les applications hamiltonicnncs de cette structure, c'est a 
dire les elements de {M, ^) , sont les applications H : M — > dont les 
composantes sont donnees par : 

n n 

H' = Y,h{z\...,z-)x'+g'{z\...,z^) etif^ = 

Oil fi, . . . , fn, g^,g^ sont des fonctions differentiables basiques pour le feuil- 
letage ^. 
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Les trajectoires du systeme dynamique de Nambu associe a H sont 
donnees par les equations suivantes : 

dx' _ D{H\H^) dy' _ D{H\H^) dz' _ D {H\ H^) 

dt ~ D{y\z') ' dt ~ D{z\x') dt ~ D{x\y') 

Et on verifie que pour toute fonction differentiable / : M — )• M, on a : 

df _^ Dif,H\H') 

dt ^ D{x\y\z^) ■ ^ ' 

et les trajectoires du systeme dynamique de Nambu sont donnees par : 

dx^ ^ " D {,■' . W .H') _ D{H\H-') _ / " df, ^, dg' \ 
dt D{x^,yi,z^) D{y\z') \^ 5^'^ dz' j 

dl ^ ^ D{y\H\H^) _ D{H\H^) f^df, , dg'\ 
dt D{xj,y^,z^) D{x\z^) \f^^ dz^^ dz^ 

dt ^ D{xi,yi,zi) D{x\y') 
tandis que les trajectoires du systeme hamiltonien Xh sont donnees par : 









dfj 


dt 


dz' 


dz* 


dy"- 


_ _ 




dfl. 


dt 


dz^ 


dz'' 


dz* 


_ mi _ dH^ 






dt 







On deduit que le systeme hamiltonien polarise Xh et le systeme dy- 
namique de Nambu X^ sont lies par la relation 

n 
1=1 

ou X'i, = Xh {x") + Xniy')^ + Xh (z^) ^, pour tout ^ = 1, . . . ,n . 
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